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Φυλλάδιο - Συνέχεια, Αποστάσεις

΄Ασκηση 1. ΄Εστω f, g : (X, ρ)→ (Y, d) συνεχείς συναρτήσεις και x ∈ X τέτοιο ώστε f(x) 6= g(x).
Να δειχθεί ότι υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε f(z) 6= g(y), για κάθε y, z ∈ S(x, ε).

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, x ∈ X και (xn)n∈N ακολουθία στον X. Αν για κάθε
συνεχή συνάρτηση f : (X, ρ)→ R, f(xn) −−−→

n→∞
f(x), τότε συνεπάγεται ότι xn −−−→

n→∞
x;

΄Ασκηση 3. ΄Εστω συνεχής συνάρτηση f : R→ R µε την ιδιότητα ότι f(x+ y) = f(x) + f(y) για
κάθε x, y ∈ R. Να δειχθεί ότι f(λx) = λf(x), για κάθε λ ∈ R και x ∈ R. (Υπόδειξη : ∆είξτε πρώτα ότι

f(qx) = qf(x), για κάθε q ∈ Q και x ∈ R και εν συνεχεία αξιοποιείστε την πυκνότητα των ϱητών στο R.)

΄Ασκηση 4. (α) ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και Lip(X) το σύνολο των Lipschitz συναρτήσεων
από τον X στο R. Να δειχθεί ότι Lip(X) 6= ∅ και ότι για κάθε f, g ∈ Lip(X) και λ ∈ R, έχουµε
ότι f + g ∈ Lip(X) και λf ∈ Lip(X).

(ϐ) ΄Εστω f : R→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση. Να δειχθεί ότι η f είναι Lipschitz αν και µόνο αν
η παράγωγός της είναι ϕραγµένη, δηλαδή υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε |f ′(x)| ≤ M , για κάθε
x ∈ R.

(γ) Να ελέγξετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι Lipschitz:

(i) f : R→ R, µε f(x) = sinx, x ∈ R,
(ii) g : R→ R, µε g(x) = x2, x ∈ R,
(iii) h : [0, 1]→ R, µε h(x) = x2, x ∈ [0, 1],
(iv) w : [0,+∞)→ R, µε w(x) =

√
x, x ∈ [0,+∞),

(v) z : [1,+∞)→ R, µε z(x) =
√
x, x ∈ [1,+∞).

΄Ασκηση 5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος.

(α) Αν ∅ 6= A,B ⊆ X µε A ⊆ B, να δειχθεί ότι

dist(x,B) ≤ dist(x,A) ≤ dist(x,B) + diam(B).

(ϐ) Αν ∅ 6= A,B ⊆ X και x ∈ X, να δειχθεί ότι

dist(x,A ∪B) = min{dist(x,A),dist(x,B)}.

΄Ασκηση 6. (α) Να δοθεί παράδειγµα µετρικού χώρου (X, ρ),A ⊆ X και x ∈ X µε dist(x,A) = 0,
αλλά x /∈ A.

(ϐ) Να δοθεί παράδειγµα µετρικού χώρου (X, ρ), A ⊆ X και x ∈ X για τα οποία η απόσταση
dist(x,A) να µην πιάνεται, δηλαδή να µην υπάρχει a ∈ A τέτοιο ώστε dist(x,A) = ρ(x, a).
Αντίστοιχα, να δοθεί παράδειγµα όπου η απόσταση πιάνεται σε άπειρα το πλήθος σηµεία.

(γ) Αν x ∈ R, να ϐρεθεί η dist(x,Q).

(δ) ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αν dist : (P(X) \ {∅}) × (P(X) \ {∅}) → R, µε dist(A,B) =
inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}, να δειχθεί ότι dist(A,B) = dist(B,A), για κάθε ∅ 6= A,B ⊆ X,
αλλά ότι οι υπόλοιπες ιδιότητες της µετρικής δεν ικανοποιούνται για τη συνάρτηση dist.


